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     چكيده
همان گونه كه مي دانيم، مهارت استدلال كردن 
از جملـه مهارت هايـي اسـت كه به طـور كلي 
در زندگـي روزانـه و به طور خـاص در آموزش 
رياضي از جايگاه خاصي برخوردار است. به نظر 
مي رسد كه يكي از وظايف اصلي تعليم وتربيت 
نيز پرورش مهارت هاي استدلالي دانش آموزان 
به  منظور تصميم گيري در مورد مسائل زندگي 
و شـركت در بحث هـاي منطقـي اسـت. علم 
رياضيـات به عنوان شـاخه اي از علوم مي تواند 
نقش مؤثري در توسعة تفكر و قدرت استدلال 
افراد ايفا كند. لذا هدف اين مطالعه كه به روش 
تحليلي ـ توصيفي انجام گرفته، آن اسـت كه 
براساس پژوهش هاي انجام شده در اين زمينه، 
به بررسـي مفهوم اسـتدلال رياضي از ديدگاه 
محققان و آموزشگران رياضي و جايگاه آن در 

رياضيات مدرسه اي بپردازد.
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و جايگاه آن در استدلال استدلال استدلال 
رياضيات مدرسه اي

          مقدمه
ــتدلال يكي از اجزاي اصلي علوم رياضي است.  فرايند اس
ــه اي نيز ضروري و  اين فرايند براي يادگيري رياضيات مدرس
مهم است. متخصصان تعليم وتربيت با تأكيد بر اهميت تفكر 
ــي از مهارت هاي مورد  ــي به عنوان يك ــمندانه و منطق انديش
ــرورش آن را يكي از هدف هاي اصلي  ــاز افراد در زندگي، پ ني
ــاس آنان معتقدند كه نظام  تعليم وتربيت مي دانند. بر اين اس
ــي به جاي انتقال صرف اطلاعات به دانش آموزان، بايد  آموزش
ــبي را براي پرورش تفكر و توسعة توانايي  موقعيت هاي مناس
استدلال منطقي دانش آموزان فراهم آورد (ملكي و حبيبي پور، 

1385؛ حاجي حسين نژاد و بالغي زاده، 1389).
ــراي تفكر»2، با  ــاب «آموزش ب كوهـن1 (2008) در كت
بيان سؤالاتي مرتبط با اهداف آموزش مدرسه اي، مخاطب را 
ــدام مهارت هاي فكري براي  با چالش هايي مواجه مي كند: ك
ــت؟ براي دستيابي به اين مهارت ها،  دانش آموزان ضروري اس
لازم است با چه فعاليت هايي آشنا شوند و چه دانشي را كسب 
كنند؟ چرا برخي از مهارت ها بيش از بقيه اهميت دارند و آن ها 
را شايستة سرمايه گذاري مي دانيم؟ و... كوهن در ادامه فرض 
ــخ هاي منطقي داده شود و  مي كند كه به اين پرسش ها پاس
بهترين روش ها براي تسلط كافي دانش آموزان به مهارت هاي 
ــت كه باز هم چالش  ــود، اما او معتقد اس مورد نياز، تعيين ش
ديگري باقي مي ماند: آيا دانش آموزان اين مهارت ها را آن قدر 
باارزش مي دانند كه با علاقه به تمرين آن ها بپردازند؟ آيا اين 
ــب به كار مي گيرند و دليل  مهارت ها را در زمان و مكان مناس

آموزشى
اشاره:

در ويژه نامه اى كه در شمارة 75 مجله (مهرماه 91) براى بزرگداشت زنده ياد پرويز شهريارى داشتيم، فراخوانى را براى شركت 
دبيران، دانشجويان و دانش آموزان رشتة رياضى در مسابقة مقاله نويسى با عنوان «مسابقة بزرگ استاد پرويز شهريارى» اعلام 
كرديم. اگرچه استقبال خوانندگان مجله، در حدى كه انتظار داشتيم نبود، اما از ميان مقالات رسيده، مقالة ارسالى خانم فهيمه 
كلاهدوز، نسبت به ساير مقالات از استحكام بيشترى برخوردار بوده و به عنوان مقالة برگزيده انتخاب شد. اينك مقالة فوق به 
خوانندگان مجله تقديم مى شود، با اين اميد كه در يكى از شماره هاى آينده، گفت وگويى نيز با اين همكار محترم داشته باشيم.
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استفاده از آن ها را مي دانند؟
راس3 (1998) معتقد است كه استدلال تنها يك مهارت 
ــت، بلكه مهارتي اساسي در زندگي است و براي  رياضي نيس
ــب كنند، معلمان بايد رياضي را  اينكه دانش آموزان آن را كس
ــور كه نقش  ــي زنده، مهيج و پرش به عنوان يك موضوع درس
ــد، در نظر بگيرند.  ــه اي ايفا مي كن مؤثري در آموزش مدرس
ــد به ماهيت  ــت كه معلمان باي ــر اين باور اس ــن او ب همچني
ــا را به صورت  ــياري از موقعيت ه ــي كه هم بس ــري رياض نظ
آرماني درمي آورد، و هم از مفاهيم مجرد تفسيرهاي كاربردي 

مي سازد، توجه داشته باشند.
اعضاي «شوراي ملي معلمان رياضي آمريكا و كانادا»4 نيز 
ــتانداردهاي رياضيات مدرسه اي» بيان  در كتاب «اصول و اس
ــتدلال و اثبات رياضي، درك و بينش افراد را  مي دارند كه اس
ــعه مي دهد. همچنين آن ها بيان  در پديده هاي متفاوت توس
مي دارند، افرادي كه استدلال مي كنند و داراي تفكر تحليلي 
هستند، قادرند كه الگوها، ساختارها و نظم موجود در جهان 

واقعي را به خوبي درك كنند.
ــتدلال، فهم  بـال و باس5 (2003) معتقدند كه بدون اس
ــدا مي كند. آن ها در  ــزاري و رويه اي پي ــي تنها جنبة اب رياض
تحقيقات خود نتيجه مي گيرند، دانشي كه فاقد توجيه كردن 
ــد.  ــتدل باش ــت، به راحتي مي تواند غيرمنطقي و غيرمس اس
ــتدل به جاي  ــوان يك علم مس ــه رياضيات به عن هنگامي ك
مجموعه اي از رويه ها ياد گرفته مي شود، دانش به دست آمده 
به راحتي مي تواند بازسازي شود؛ حتي وقتي كه حافظه، رويه ها 
را فراموش مي كند. آن ها بر اين باورند كه استدلال رياضي به 
ــازه مي دهد، بين دانش جديد و دانش قبلي  يادگيرندگان اج

اتصال برقرار كنند.
ــتدلال رياضي  بروديـه6 (2010) نيز بيان مي دارد كه اس
به دانش آموزان كمك مي كند، فعاليت هاي رياضي را به عنوان 
ــجم و پيوسته ببينند و مفاهيمشان را به  يك مجموعة منس

موقعيت هاي ديگر ارتباط دهند.
ــات مي تواند  ــت كه رياضي ــر اين باور اس وو7 (1996) ب
ــم آورد تا بين آنچه كه  ــراي دانش آموزان فراه موقعيتي را ب
درست است و آنچه كه تنها درست به نظر مي آيد، تمايز قائل 
شوند و ضروري است كه آن ها اين مهارت ها را بياموزند (نقل 
شده در: Varghese, 2007). لذا به دليل اهميت استدلال هاي 
ــك ابزارها و زبان  ــد از ابتدا به كم ــي، دانش آموزان باي منطق
ــوند تا در ورود به  ــب، با ارزش اين استدلال ها آشنا ش مناس

مباحث پيرامون اثبات هاي رسمي با مشكل مواجه نشوند.
در ادامه به بررسي مفهوم استدلال در رياضيات و جايگاه 

آن در رياضيات مدرسه اي خواهيم پرداخت.

     استدلال و جايگاه آن در رياضيات
ــترده، استدلال را به عنوان  ليتون8 (2003) به معناي گس
فرايند «هماهنگي»9 شواهد، باورها و انديشه ها براي نتيجه گيري 
ــت، تعريف مي كند. علاوه بر اين، او  ــت اس در مورد آنچه درس
ــتدلال كردن فرايندي است كه به عنوان يك  معتقد است اس
«ميانجي»10 و واسطه عمل مي كند و اثرات و نشانه هاي خود 
ــاً در هر چيزي كه ما انجام مي دهيم و يا در مورد آن  را تقريب
فكر مي كنيم، برجاي مي گذارد؛ زيرا همة اين فرايندها شامل 
استنباط كردن و نتيجه گيري هستند. در واقع ليتون (2003) بر 
اين باور است كه همة ما در انجام كارهاي مختلف، براي مثال 
ــف و يا  هنگام يادگيري مطالب، تحليل، قضاوت، ارزيابي، كش
بهينه سازي، در حال نتيجه گيري و استنباط از اطلاعات، عقايد 

و باورهايمان هستيم.
ــن باورند كه فرايند  بيرنـه11 و جانسـون12 (1993) بر اي
ــت كه از اصول و شواهد  ــتنباط هايي اس ــتدلال شامل اس اس
به دست مي آيند و به وسيلة آن، افراد نتايج جديدي را استنتاج 
ــي و ارزيابي قرار  ــده را مورد بررس مي كنند و يا نتيجة ارائه ش
.(Christou & Papageorgiou, 2007 :نقل شده در) مي دهند

وبستر13 (1982) فرايند استدلال را به عنوان توانايي تفكر 
ــجم و منطقي و استنتاج نتايج از بين حقايق مفروض و  منس

.(Mansi, 2003 :نقل شده در) آشنا تعريف مي كند
بروديه (2010) نيز معتقد است كه حاصل فرايند استدلال، 
يك متن، گفت وگو و يا يك نوشته است كه براي نتيجه گيري 
نهايي از اسناد و شواهدي كه در جامعة موردنظر، قابل قبول و 

مورد پذيرش هستند، استفاده مي شود.
ــتدلال كردن، شامل فرايند  به طور كلي مي توان گفت اس
تفكر، نتيجه گيري و ارتباطات بين تجربه ها و دانشي است كه 
فرد براي توضيح آنچه كه مي بيند، مورد استفاده قرار مي دهد. 
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براساس تعاريف بيان شده مي توان گفت، استدلالي كه در حوزة 
رياضيات و با توجه به منطق و واقعيات موجود در رياضي ارائه 
مي شود، «استدلال رياضي» ناميده مي شود. مانسي (2003) 
ــتدلال رياضي را  ــتر از استدلال، اس ــاس تعريف وبس نيز براس
ــجم و منطقي و استنتاج از حقايق  به عنوان توانايي تفكر منس

رياضي آشنا يا مفروض، تعريف مي كند.
همچنين ياكل14 و هنا (2003) استدلال رياضي را استفاده 
از «استقرا»15، «استنتاج»16 و «استنباط»17 براي نتيجه گيري 
در مورد «كميت »18ها و «ساختار»19ها توصيف و آن را به عنوان 
«فعاليتي جمعي»20 معرفي مي كنند كه در آن، يادگيرندگان 

در تعامل با يكديگر براي حل مسائل رياضي شركت دارند. 
(Yankelewitz, Mueller & Maher, 2010 :نقل شده در)

ــگام ارائة يك  ــت كه هن بروديـه (2010) بر اين باور اس
استدلال، شيوه هايي از تفكر ايجاد مي شوند كه مي توانند شامل 
فرايندهايي از جمله متقاعد شدن فرد و متقاعد كردن ديگران 
در مورد يك ادعاي خاص، حل يك مسئله و پيوستن تعدادي 

مفاهيم به يك مجموعة منسجم و كلي تر باشند.
يانكلويتز  (2009) نيز معتقد است كه توانايي براي متقاعد 
ــتي و صحت يك گزاره از طريق  ــردن ديگران در مورد درس ك

بحث و توجيه، اساس استدلال رياضي را تشكيل مي دهد.
ــتدلال معرفي  لايتنر21 (2000) چهار گام را در فرايند اس
ــئله به روش پوليا  ــابه مراحل حل مس مي كند كه تقريباً مش

(1954) است: 
1. ابتدا موقعيتي «سؤال  برانگيز»22 و دشوار پيدا مي شود كه 

مشخص نيست چگونه بايد اقدام كرد.
ــئله  ــلاش مي كند كه راهبردي براي حل مس ــخص ت 2. ش
ــازد و يا كشف كند). سپس  انتخاب كند (به ياد آورد، بس
ــئله را حل  ــي مي كند كه آيا راهبرد موردنظر، مس بررس
مي كند يا نه و اگر نه، به  دنبال راهبرد ديگري خواهد بود.

ــود، مي تواند از  3. اين مرحله كه اجراي راهبرد ناميد مي ش
طريق استدلال هاي تأييدكننده حمايت شود؛ بدين صورت 
ــخص در پي آن است كه: آيا راهبرد موردنظر به كار  كه ش
مي آيد؟ وگرنه دوباره راهبرد ديگري انتخاب و اجرا مي شود.

4. در مرحلة آخر، يعني نتيجه گيري، بعد از طي مراحل بالا 
يك نتيجة كلي به دست مي آيد.

        تعميم و توجيه در استدلال رياضي
ــتدلال  ــم براي اس ــي مه ــق دو ويژگ ــات تحقي در ادبي
ــاي مرتبط با آن، مثلاً  ــود و ديگر فعاليت ه رياضي بيان مي ش
ــي و برقراري  ــي، بازنماي ــتن با نمادهاي رياض ــروكار داش س
ــود را ايفا  ــش خ ــا نق ــن ويژگي ه ــت از اي ــاط، در حماي ارتب

ــتند  ــن دو ويژگي «تعميم»23 و «توجيه»24 هس مي كنند. اي
(Brodie, 2010; Ball & Bass, 2003). توجيه كردن به معناي 
«ارائة دلايل كافي» است و يك فعاليت مهم رياضي محسوب 
مي شود كه به افراد اجازه مي دهد، بين مفاهيم و قسمت هاي 
ــزاره ارتباط برقرار كنند و براي تأييد ادعاها و  گوناگون يك گ
ــواهد لازم را ارائه و مفاهيم و  ــيه هاي خود، مدارك و ش حدس
ايده هاي جديد رياضي را توسعه دهند. فرايند تعميم نيز شبكه اي 
به هم پيوسته از دانش و مفاهيم رياضي را ايجاد مي كند و امكان 
حل مسئله را فراهم مي كند؛ زيرا به  يادگيرنده كمك مي كند 
ــاختار زيربنايي مسئله يا دسته هاي بزرگ تري از مسائل  تا س
ــوند، ببيند. به طور كلي، زماني  و ايده هايي را كه مطرح مي ش
كه يادگيرندگان استدلال رياضي مي كنند، از طريق توجيه و 

.(Brodie, 2010) تعميم با رياضيات ارتباط برقرار مي سازند

                 روش هاي استدلال
براساس تحقيقات انجام شده (استايليانيدز و استايليانيدز، 
2008؛ كريمي و فردين پور، 1385؛ جليلي، 1385؛ جهانشاهي، 
ــتدلال به صورت زير  1380؛ عين اللهي، 1379)، روش هاي اس

طبقه بندي مي شوند: 
ــاهده  ــطة آنچه مش ــن روش به واس 1. روش شـهودي25: اي
ــمان به  ما مي گويد، به دست  مي كنيم يا آنچه كه احساس
مي آيد كه روشي علمي و مطمئن به شمار نمي آيد؛ اما به 

فهم بهتر مفاهيم رياضي كمك مي كند.
2. روش تمثيلي26: در اين روش از طريق تمثيل بين مفاهيم 
ــباهت و يكساني دست مي يابيم. اين  گوناگون به نوعي ش
ــهودي مؤثر واقع  ــد در ايجاد زمينه هاي ش روش مي توان
ــزارة «هر  ــت بودن گ ــود. براي مثال، با توجه به  درس ش
مستطيل يك متوازي الاضلاع است» و «مربع، نوع خاصي 
از مستطيل است»، مي توان نتيجه گرفت كه: «مربع يك 

متوازي الاضلاع است.»
ــه  معناي نتيجه گيري و  3. روش اسـتقرايي27 ـ تجربي: ب
كشف حقايق كلي بر مبناي وقايع جزئي و دستة محدودي 
ــت. در رياضي از اين روش براي بناكردن  از مشاهدات اس

يك قانون كلي استفاده مي شود، نه براي اثبات آن.
4. روش استنتاجي28: اين روش شامل دنباله اي از گزاره هاست 
ــاس  ــتند و براس ــه به طور منطقي با هم در ارتباط هس ك
ــده، به يك نتيجه گيري  حقايق و واقعيت هاي پذيرفته ش

درست منتهي مي شوند.
ــوراي ملي معلمان رياضي آمريكا و كانادا نيز در كتاب  ش
«اصول و استانداردهاي رياضيات مدرسه اي» (2000) به طور 
مفصل و جزئي انواع مهارت هاي استدلالي موردنياز دانش آموزان 

در ادبيات تحقيق 
دو ويژگي مهم 
براي استدلال 

رياضي بيان 
مي شود و ديگر 

فعاليت هاي 
مرتبط با آن، مثلاً 
سروكار داشتن با 
نمادهاي رياضي، 

بازنمايي و 
برقراري ارتباط، 

در حمايت از 
اين ويژگي ها 

نقش خود را ايفا 
مي كنند
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را برمي شمارد و تأكيد مي كند كه آموزش اين مهارت ها بايد در 
تمام سطوح تحصيلي مورد توجه قرار گيرد.

                 طبقه بندي استدلال ها از نگاه برخي محققان
بال و باس (2003) دو مفهوم «استدلال» و «معناسازي»29 
ــازي را فرايندي  ــته اند. آن ها معناس را از يكديگر متمايز دانس
شخصي مي دانند كه خود فرد آن را انجام مي دهد. اما استدلال 
به مجموعه اي از هنجارهاي مشترك جمعي اطلاق مي شود كه 
براساس نظم و انضباط پايه ريزي شده اند. هر چند اين محققان 
از جامعه و هنجارها توضيح شفافي ارائه نكرده اند، اما اظهارنظر 
ــتدلال  ــت كه فرايند اس تلويحي و ضمني آن ها بدين گونه اس
ــتيابي به يك جمع بندي  ــي رخ مي دهد كه براي دس هنگام
ــترك دربارة اصول مورد بحث، نظرات و ايده هاي مختلف  مش
ــتدلال  مورد آزمايش قرار مي گيرند. بال و باس (2003) «اس
ــي»31 را نيز از يكديگر  ــتدلال توجيه كاوش گرايانه»30 و «اس
ــتدلال كاوشگرايانه مبين  متمايز مي دانند. آن ها معتقدند اس
استدلالي است كه به كشف و توضيح ايده هاي جديد رياضي 
مي انجامد و استدلال توجيهي استدلالي است كه براي توجيه 

و اثبات ادعاهاي رياضي به كار مي رود.
ــط پوليا (1954) نيز بيان مي شود. او بين  اين تمايز توس
ــمي مورد  ــي»32 كه براي ارائة اثبات هاي رس ــتدلال «اثبات اس
استفاده قرار مي گيرد، و استدلال هاي محتمل (قابل قبول33) 
ــوند، تمايز قائل  ــم رياضي ارائه مي ش ــف مفاهي كه براي كش
مي شود. پوليا (1954) معتقد است كه در بسياري از موارد، نوع 
ــتدلال مورد استفاده توسط رياضي دانان و  دوم در الگوهاي اس

دانشجويان رياضي، مورد غفلت قرار مي گيرد.
(yankelewitz, 2009 :نقل شده در) 

همچنين پوليا (1954) به استدلال «راه يابانه»34 (اكتشافي) 
اشاره مي كند و بيان مي دارد كه اين نوع استدلال، نه به عنوان 
استدلالي قطعي و نهايي، بلكه تنها به عنوان ابزاري موجه نما و 
موقتي در نظر گرفته مي شود و هدف آن، كشف راه حل مسئله 
ــت. او عقيده دارد: «هنگامي كه مي خواهيم برهاني قطعي  اس
بسازيم، به استدلال راه يابانه نياز داريم. بدان گونه كه براي برپا 

داشتن پل، نخست به چوب بست ها نيازمنديم» (ص 50).
لايتنر (2008) نيز بين دو نوع استدلال تمايز قائل مي شود 

كه عبارت اند از: 
1. استدلال تقليدي35: كه از روي عادت و تكرار ياد گرفته 

مي شود و دو نوع دارد كه عبارت اند از: 
 اسـتدلال به ياد سپاري (مربوط به حافظه)36: براي مثال، 
ــتفاده از يك جواب  ــئله را با اس دانش آموزي كه يك مس
ــي يا حل شده توسط معلم،  كامل و معين در كتاب درس

حل مي كند.
ــئله از طريق   اسـتدلال الگوريتمي37: كه در آن يك مس

به كار بردن رويه اي معين حل مي شود.
ــامل دنباله اي از استدلال هاي  2. اسـتدلال خلاقانه38: ش
ــاس اصول رياضي هستند. تفاوت  جديد است كه براس
ــتدلال تقليدي و خلاقانه اين است كه نوع  مهم بين اس
ــامل تفكر مفهومي و تحليلي نيست، در  اول ضرورتاً ش
ــد تفكري براي  ــة لايتنر، چنين فراين ــه به گفت حالي ك

استدلال خلاقانه ضروري است.

              استدلال در رياضيات مدرسه اي
ــي در رياضيات  ــتدلال بخش مهم ــا كه فرايند اس از آنج
ــود، لذا اين فرايند براي يادگيري در رياضيات  محسوب مي ش
ــا (2003)  ــت. ياكل و هن ــز ضروري و مهم اس ــه اي ني مدرس
ــد مي كنند كه بايد براي همة دانش آموزان از همان اوايل  تأكي
تحصيلات در مدارس ابتدايي، محيط حمايتي مناسبي براي 
تأييد يا رد ادعاها ايجاد شود. تحقيقات نشان مي دهند، تدريس 
صرف الگوريتم ها مي تواند براي توسعة استدلال دانش آموزان 

بي فايده و حتي مضر باشد 
(Mueller, 2007 :نقل شده در)
ميولر (2007) معتقد است: هنگامي كه رياضيات به عنوان 
ــد «قانون مدار»39  ــتدلالي در مقابل يك فراين ــك فرايند اس ي
پذيرفته مي شود، آن گاه شرايط جمعي (محيط اجتماعي)40 نيز 
ــال، ايجاد فضايي كه در آن  ــود. براي مث بايد در نظر گرفته ش
دانش آموزان بتوانند به عنوان يك جامعة يادگيرنده در تعامل با 
يكديگر باشند و نظرات خود را مورد نقد و بررسي قرار دهند، 
يكي از شرايط ضروري فرايند استدلال در رياضيات مدرسه اي 
است. اين فرايند مي تواند به توجيه و اثبات رياضي منجر شود. 
برخي از تحقيقات نيز نشان مي دهند كه ساخت اثبات توسط 
دانش آموزان، با تشويق آن ها به توجيه راه حل هايشان در كلاس 

درس اتفاق مي افتد.
(Mueller & Maher, 2009)

ــي كه  ــر و ديويـس41 (1995)، موقع ــة ماه ــق گفت طب
ــان در رياضيات  ــي و انتقال ايده هايش ــوزان به بررس دانش آم
ــويق مي شوند، قادر خواهند بود كه شكل هايي از استدلال  تش
ــان حرفه اي انجام مي دهند،  ــي كه رياضي دان را به همان روش
ــا معتقدند كه روش  ــرار دهند. در واقع آن ه ــتفاده ق مورد اس
ــان و  دانش آموزان براي تنظيم ايده ها، بحث در مورد تفكراتش
همچنين ابداع روش هايي براي متقاعد كردن خود و ديگران، 
مشابه كار رياضي دانان در فرايند استدلال است (نقل شده در: 

.(Mueller, 2007

پوليا: 
 «هنگامي كه 
مي خواهيم 
برهاني قطعي 
بسازيم، 
به استدلال 
راه يابانه نياز 
داريم. بدان گونه 
كه براي برپا 
داشتن پل، 
نخست به 
چوب بست ها 
نيازمنديم»
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(Stylianides & Styliandes, 2008) «.جدول 1. سه نوع استدلال استنتاجي براي تأييد گزارة «حاصل جمع دو عدد فرد، عددي زوج مي شود

اثبات با استفاده از شكلاثبات با استفاده از نمادهاي جبرياثبات با استفاده از زبان عاميانهمراحل استدلال

مرحلة اول

اعداد فرد، اعدادي هستند كه اگر شما 
آن ها را به صورت جفت جفت كنار هم 

قرار دهيد، يكي اضافه مي آيد.

 2n +1 ــكل اعداد فرد اعدادي به ش
هستند كه n يك عدد صحيح است.

اعداد فرد به اين شكل هستند: 

مرحلة دوم

ــتند كه اگر  ــداد زوج، اعدادي هس اع
به صورت جفت جفت دسته بندي شوند، 

هيچ چيز اضافه نمي آيد.

 n 2 هستند كهn اعداد زوج به شكل
يك عدد صحيح است.

اعداد زوج به شكل زير هستند: 

مرحلة سوم

ــرد را با هم جمع  ــما دو عدد ف اگر ش
كنيد، آن دسته هاي تك عضوي كه از 
هر كدام باقي مي مانند، وقتي در كنار 
هم قرار مي گيرند، يك جفت را تشكيل 

مي دهند.

ــما دو عدد فرد را با هم جمع  اگر ش
كنيد، داريم: 

(2a +1) +(2b +1)=
(2a +2b) +(1+1)=
2(a + b +1)

اگر دو عدد فرد را با هم جمع كنيم، داريم: 

مرحلة چهارم

ــورت  ــد به ص ــل مي توان ــدد حاص ع
جفت جفت دسته بندي شود. پس عدد 

حاصل يك عدد زوج است.

عدد حاصل به صورت 2n، و بنابراين 
زوج است.

اعداد حاصل به شكل يك عدد زوج هستند.

=+

=

ــد، اغلب دانش آموزان  ميولر و همكاران (2010) معتقدن
هنگام توضيح و توجيه تفكراتشان با مشكل مواجه مي شوند. 
آن ها بيان مي دارند كه اگرچه ممكن است دانش آموزان بتوانند 
ــائل پيچيده را حل كنند، اما در اغلب موارد قادر  برخي از مس
به توجيه راه حل هايشان نيستند و يا نمي توانند به خوبي فرايند 
چگونگي رسيدن به جواب را توضيح دهند. يكي از دلايل اين 
ــكل مي تواند تأكيد بيش از اندازة معلمان در كلاس درس  مش
بر يادگيري حقايق رياضي، مهارت ها و رويه هاي مورد نياز تنها 
ــائل الگوريتمي و سرراست باشد. در اين صورت  براي حل مس
ممكن است توانايي دانش آموزان براي استدلال كردن به تعويق 
ــر را به طور كامل و  ــد. تا زماني كه آن ها مفاهيم موردنظ بيفت
به خوبي نفهميده باشند، در به كارگيري اين مفاهيم در استدلال 

و بحث هايشان با مشكل مواجه خواهند بود.
بايد توجه داشت كه برخي مواقع دانش آموزان نمي توانند 
شكل رسمي و نمادين استدلال هاي استنتاجي را به خوبي درك 
ــروع كار با استدلال  كنند. در اين گونه موارد مي توانند براي ش
استنتاجي از شكل هاي غيررسمي آن در آموزش استفاده كنند. 
براي مثال، استايليانيدز و استايليانيدز (2008) سه نوع اثبات 
را كه هر سه برپاية استدلال استنتاجي اند، براي تأييد گزارة زير 

ارائه مي دهند كه در جدول 1 مشاهده مي شود: 
                                            «حاصل جمع دو عدد فرد، عددي زوج مي شود.»                                                        

ــتايليانيدز و استايليانيدز  ــد، اس ــاره ش همان گونه كه اش
ــتدلال  ــاس اس ــده براس ــه روش ارائه ش ــد كه هر س معتقدن
ــت  ــتند و تنها نحوة بيان آن ها متفاوت اس ــتنتاجي هس اس
(تصويري42، جبري، روايتي43) و هر كدام از اين روش ها با توجه 
ــرايط دانش آموزان قابل استفاده اند. لازم به ذكر است كه  به ش
گرچه نتايج رياضي در قالب استدلال هاي رسمي و منطقي ارائه 
ــوند، ولي اين نتايج برگرفته از استدلال هاي غيررسمي  مي ش
ــي نيز مهارت  ــتند. برخي از محققان آموزش رياضي دانان هس
ــتدلال هاي غيررسمي را مورد تأكيد قرار داده  اند و بيان  در اس
مي دارند كه بسياري از تكاليف مرتبط با استدلال در كتاب هاي 
ــعة مهارت هاي  ــمي دارند و لذا توس ــي ماهيت غيررس درس
ــر زيادي در افزايش  ــوزان در اين زمينه مي تواند تأثي دانش آم
ــتدلال هاي رسمي داشته باشد  توانايي آن ها به منظور ارائة اس

.(Wu & Tsai, 2007)
ــان مي دهد كه وقتي  ماك44 (1990) در مطالعة خود نش
ــائل  ــمي خود براي حل مس ــش غيررس ــوزان از دان دانش آم
ــا و رويه ها مي پردازند؛  ــتفاده مي كنند، به ايجاد الگوريتم ه اس
ــا نمونه هاي  ــن الگوريتم ها ب ــوارد اي ــي م ــد در برخ هر چن
ــده در مدارس تفاوت دارند (نقل شده در:  ــنتي تدريس ش س
ــود  ــق خ ــز در تحقي Mueller, 2007). مـور45 (1994) ني
ــجويان بدون درك و فهم غيررسمي مفاهيم  دريافت كه دانش
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ــر را ياد بگيرند و توضيح دهند كه  نمي توانند تعريف موردنظ
اين خود يكي از علل شكست دانشجويان در ارائة اثبات است 
ــده در: Hawro, 2007). هيلي و هويلز (2000)  نيز  (نقل ش
معتقدند براي توسعه و بهبود توانايي و شايستگي دانش آموزان 
ــتنتاجي، ابتدا بايد توانايي آن ها در  ــتدلال هاي اس در ارائة ا س
ــمي و روايتي تقويت شود. علاوه بر اين،  استدلال هاي غيررس
كريستو و پاپاجرجيو (2007)، در مطالعة خود نشان داده اند 
كه استفادة بجا و مناسب از استدلال استقرايي نيز (به خصوص 
در دورة ابتدايي) مي تواند نقش مهمي در يادگيري رياضيات و 

موقعيت هاي حل مسئله داشته باشد.
دويلي يرز46 (2003) نيز در مورد نقش استدلال استقرايي 
ــي در رياضيات صحبت مي كند و برخي از كاركردهاي  و قياس
اين شكل از استدلال را هنگام انجام فعاليت هاي رياضي، مانند 
حدسيه سازي، ساخت يك گزاره و يا ارائة يك مثال نقص نشان 
مي دهد. او معتقد است كه رياضي دانان قبل از اينكه مسئله را 
از يك ديدگاه استنتاجي بررسي كنند، از روش هاي استدلال 
استقرايي، شهودي و يا قياسي استفاده كنند. در واقع اين نوع 
ــتدلال ها پيش زمينه اي براي اثبات هاي رسمي هستند.  از اس
ــتدلال ها محدوديت هايي  دويلي يرز تأكيد مي كند كه اين اس
ــته باشد كه آن ها  ــخص هميشه بايد در ذهن داش دارند و ش
براي ضمانت درستي گزاره هاي رياضي كافي نيستند و مفاهيم 

رياضي را همانند استدلال استنتاجي توضيح نمي دهند.
.(yankelowitz, 2009 :نقل شده در) 

ــت كه براي حل  ــا (1954) معتقد اس ــر اين، پولي علاوه ب
ــهودي مقدم  ــتدلال ش ــئله و يا اثبات يك گزاره، گاه اس مس
است و گاه استدلال صوري و گاه توأماً استفاده كردن از آن ها 
ــت. البته بايد توجه داشت كه تا قبل از  ــودمند و جالب اس س
ورود به دبيرستان، دانش آموزان بايد با محدوديت هاي استدلال 
غيراستنتاجي آشنا شوند. شوراي ملي معلمان رياضي آمريكا و 
كانادا (2000) نيز بيان داشته است كه دانش آموزان كلاس هاي 
ششم تا هشتم به منظور استفاده از استدلال استقرايي به طور 
ــب، بايد محدوديت ها و همچنين شيوة استفاده از آن را  مناس
بدانند؛ زيرا بسياري از تكاليف آن ها بر استدلال هاي استقرايي 
تكيه دارند. لازم به ذكر است كه در فرايند توجيه، اصلاح و رد 
ــيه ها، فرصت آشنايي با محدوديت ها و كاربرد استدلال  حدس

استقرايي نيز براي دانش آموزان فراهم مي آيد.
(Paddack, 2009) 

ــياري از  ــه در بس ــت ك ــد اس واتسـون47 (2008) معتق
ــتقرايي و استنتاجي  ــتدلال هاي اس ــه، اس كلاس هاي مدرس
هم زمان با هم معرفي مي شوند و مورد استفاده قرار مي گيرند. 
ــب از اين دو روش توسط  بايد توجه داشت كه استفادة مناس

ــتدلال  ــعة توانايي آن ها در اس ــوزان و همچنين توس دانش آم
استنتاجي ضروري و البته تاحدودي مشكل است (نقل شده در: 
استيسي و وينكنت، 2009). با وجود اين، استايليانيدز (2005) 
بر اين باور است كه فرصت هاي آموزشي، دانش آموزان را بيشتر 
براي استدلال استقرايي آماده مي كنند تا استدلال استنتاجي. 
ــتدلال و اثبات به طور ناهموار و  از نقطه نظر او فرصت هاي اس
ــطوح متفاوت تحصيلي و مفاهيم گوناگون در  نامتوازن در س

درس هاي رياضي توزيع شده اند.
مانسي (2003) معتقد است، قبل از اينكه از دانش آموزان 
ــته شود به نوشتن اثبات بپردازند، بايد توانايي و مهارت  خواس
استدلال رياضي در آن ها توسعه يابد. در واقع گسترش توانايي 
ــرا يك گزارة  ــتدلال و توجيه اينكه چ ــوزان براي اس دانش آم
رياضي برقرار است و يا چرا يك روية خاص درست است، بايد 
به عنوان قسمت مهمي از آموزش رياضيات محسوب شود؛ زيرا 
ــتدلال در  دانش آموزاني كه مهارت هاي مربوط به توجيه و اس
ــود به احتمال زياد با مفهوم اثبات مشكل  آن ها تقويت نمي ش

پيدا خواهند كرد.
ــت عنوان «قلمرو  ــي را تح ادوارد48 (1997) اصطلاح
پيش از اثبات»49 در مورد دانش آموزان مطرح مي كند. اين 
ــيوه هاي تفكر، گفت وگو و فعاليت هايي  ــامل ش اصطلاح ش
ــف گزاره هاي رياضي است. در واقع  است، كه هدفشان كش
او معتقد است، قلمرو پيش از اثبات، همان استدلال رياضي 
ــوند تا مهارت  ــا آن درگير مي ش ــه دانش آموزان ب ــت ك اس
ــمي در آن ها توسعه يابد. او پنج نوع  نوشتن اثبات هاي رس
ــاً در قلمرو پيش از اثبات به  ــتدلالي را كه عموم فعاليت اس
ــود و داراي سلسله مراتب هستند، چنين  آن ها توجه مي ش

مطرح مي كند:
1. شـناخت و سـاخت الگوها50: اولين مهارت، شناخت و 

ساخت الگوها يا قوانين براي كشف مسائل معين است.
2. توصيف51  الگوها: پس از تسلط بر مرحلة اول، دانش آموزان 
شروع به توصيف الگوها از طريق قانون گذاري به صورت 
رسمي (استفاده از نمادهاي جبري) يا غيررسمي (مثلاً 

توصيف روايتي) مي كنند.
ــة دوم،  ــر مرحل ــلط ب ــس از تس 3. حدسيه سـازي52: پ
دانش آموزان حدسيه سازي مي كنند. يعني قادر هستند 
ــت  ــه الگو يا قانوني را بيان كنند كه به طور كلي درس ك
است؛ گرچه آن ها هنوز ضرورت اثبات كردن را نمي دانند.

4. استدلال استقرايي: ممكن است دانش آموزان با بررسي 
چند مثال و مورد خاص، درستي حدسشان را تأييد كنند 

و بگويند كه گزارة موردنظر هميشه درست است.
5. استدلال استنتاجي: موقعي كه دانش آموزان با استفاده 

مانسي:
 قبل از اينكه 
از دانش آموزان 
خواسته شود 
به نوشتن 
اثبات بپردازند، 
بايد توانايي و 
مهارت استدلال 
رياضي در آن ها 
توسعه يابد
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ــعي مي كنند كه  ــده س از اصول موضوعه53 و قضاياي ثابت ش
درستي حدس خود را تأييد كنند، از استدلال استنتاجي بهره 
ــخص براي يادگيري فرايند اثبات  مي گيرند. در اين مرحله ش

آماده است.
بروديه (2010) بيان مي دارد كه براي برخي از رياضي دانان 
ــتدلال رياضي با اثبات برابر دانسته  ــي، اس و برنامه ريزان درس
شده است، در حالي كه برخي ديگر معتقدند كه اثبات شكلي 
ــت. او معتقد است كه اثبات رسمي  ــتدلال و توجيه اس از اس
ــه يك توجيه يا توضيح كافي از مفاهيم رياضي را ارائه  هميش
نمي دهد. گرچه اثبات هاي رسمي مدت زيادي است كه براي 
توليد دانش رياضي بدون خطا تدريس مي شوند، اما در حقيقت 
ــت. براي مثال، بيشتر معلمان رياضي از طريق  بدين گونه نيس
ــتدلال يك صفحه اي از «قضية فيثاغورس» قانع  ارائة يك اس
ــوند، در حالي كه يك اثبات دقيق منطقي در مورد اين  مي ش
ــت (دويلي يرز، 1990 نقل شده  موضوع، حدود 80 صفحه اس
ــات، ما را از عدم اطمينان و  ــع اثب در: Brodie, 2010). در واق
ــمان حفظ نمي كند، اما در عين حال،  غيرمنطقي  بودن دانش
يك بخش مهم و ضروري از استدلال رياضي است كه به عنوان 

شكل ويژه اي از استدلال، توجيه و تعميم در رياضيات آموخته 
 .(Brodie, 2010 :هنا و جانك، 1996، نقل شده در) مي شود

         بحث و نتيجه گيري
ــي براي  ــتدلال هاي منطق ــت اس ــه كه اهمي همان گون
ــت، دانش آموزان و معلمان نيز  رياضي دانان مشخص شده اس
ــات رياضي را در آموزش  ــتدلال و اثب بايد اهميت و معناي اس
ــتفاده از انواع روش هاي استدلال  درك كنند. به طور كلي، اس
براي آموزش و ارائة اين مفاهيم در رياضيات مدرسه اي مناسب 
است، اما بايد دقت داشت كه هر كدام از اين روش ها در جاي 
ــرايط دانش آموزان مورد استفاده قرار  ــب و با توجه به ش مناس
گيرد تا آن ها نيز براي دقت و رسيدن به اعتبار مورد نياز در اين 

زمينه، ارزش قائل شوند.
ــوزان از مثال ها و  ــتفادة دانش آم برخي از تحقيقات به اس
ــتقرايي در تأييد گزاره ها و عدم توانايي آن ها در  ــتدلال اس اس
تمايز بين روش هاي متفاوت استدلال و اثبات اشاره مي كنند. 
بايد توجه داشت كه هرچند استفادة مناسب از استدلال هاي 
ــمي در آموزش رياضيات مدرسه اي امري  استقرايي و غيررس

ــه  ــورج (1386). چگون ــا، ج 1. پولي
مسئله را حل كنيم. ترجمة احمد 

آرام. كيهان. تهران. چاپ هشتم.
2. جليلي، ميرزا (1385). «اثبات در 
ــتگاه رياضي». مجلة رشد  يك دس

آموزش رياضي. شمارة 83.
 .(1380) ــد  محم ــاهي،  جهانش  .3
اصول فراگيري و آموزش رياضيات 
دبيرستان و پيش دانشگاهي. (چاپ 

دوم). تهران. انتشارات مدرسه.
 .(1379) ــا  عليرض ــي،  عين الله  .4
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پسين. تهران.
ــس  يون ــور،  فردين پ ــي  كريم  .5
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ــي را به گونه اي فراهم  ــرايط آموزش ــت، اما بايد ش ضروري اس
ــتدلال هاي استنتاجي پي  كرد كه دانش آموزان به ضرورت اس
ببرند. با وجود اينكه مدرسه مكان مناسبي براي پرورش تفكر 
ــتدلالي دانش آموزان است، اما همان گونه كه  و مهارت هاي اس
آندرسـون54 و همكارانش (2000) بيان مي كنند، لازم است 
ــود كه آيا بين آموخته هاي دانش آموزان و توانايي  مشخص ش
آنان در حل مسائل زندگي حال و آينده ارتباطي وجود دارد يا 

.(Kuhn, 2008 :نقل شده در) نه
در اين راستا، يكي از وظايف معلمان رياضي اين است كه در 
كلاس درس، فرصت ها و شرايطي را فراهم نمايند كه در قالب 
ــتدلال هاي  ــوزان از اهميت و ضرورت اثبات و اس آن، دانش آم
معتبر و كاركردهاي مختلف اين مفاهيم، آگاه شوند. مطالعات 
(براي مثال، شونفيلد، 1994؛ بال و باس، 2003؛ استايليانيدز، 
2007 و 2011) نيز نشان مي دهند كه چنانچه محيط حمايتي 
مناسبي براي پرورش و رشد استدلال هاي دانش آموزان فراهم 
ــد در كلاس درس نظرات  ــا بتوانن ــه آن ه ــود، به طوري ك ش
ــيه هاي  ــتدلال ها و حدس ــان كنند، همچنين اس ــود را بي خ
ــي قرار دهند و معلم  ــان را مورد نقد و بررس هم كلاسي هايش

نيز به خوبي اين جريان نقد و بررسي را هدايت و كنترل كند، 
آن گاه اين استدلال ها مي توانند به سمت استدلال هاي رسمي 
ــوق يابند. بدين ترتيب معلمان مي توانند به  و اثبات رياضي س
ــتدلال و اثبات در  ــاي توانايي و مهارت هاي مربوط به اس ارتق
ــك مؤثري كنند. براي مثال، معلم مي تواند  دانش آموزان، كم
بعد از انجام فعاليت ها و تكاليف مربوط به استدلال و اثبات، با 
بيان سؤالاتي همچون: «مي توانيد توضيح دهيد كه چگونه به 
اين جواب رسيده ايد؟» يا «من و هم كلاسي هايتان را از درستي 
جوابتان مطمئن كنيد»، از يادگيرندگان بخواهد كه جوابشان 
ــح دادن» مي تواند فرايند  ــح دهند. زيرا عمل «توضي را توضي
ــود كه آن ها با  ــعه دهد و موجب ش تفكر دانش آموزان را توس
استدلال هاي يكديگر آشنا و براي ساخت ايده هاي مفيد رياضي 

آماده شوند.
اميد است كه با مطالعات بيشتر و عميق تر در كشور خودمان 
بتوانيم در پرورش و توسعة مهارت هاي استدلالي دانش آموزان، 
قدم هاي مؤثري برداريم كه اين كار به تلاش محققان آموزشي 
و معلمان، و همچنين حمايت مسئولان آموزش وپرورش و بها 

دادن به اين تحقيقات نياز دارد.

14. Kuhn, Deanna (2008). 
Education for thinking. 
United states of American: 
Harvard university.

15. Leighton, J. P. (2003). 
Defining and Describing 
Reasoning. In J. O. 
Leighton & R. J. Sternberg 
(Eds.), The Nature of 
Reasoning. New York, NY: 
Cambridge.

16. Lithner, Johan (2000). 
Mathematical reasoning in 
task soving. Educational 
Studies in Mathematics, 
41, 165-190.

17. Mansi, K. E.(2003). 
Reasoning and proof in 
mathematics Education: 
A Review of Litereture. A 
Theses submitted to the 
graduate faculty of north 
Carolina State university 
in partial fultillment of 
the degree of master of 
science.

18. Mueller, Mary (2007). A 
study of the development 
of reasoning in sixth grade 
students, Unpuplished 
doctoral dissertation, the 
state university of new 
Jersey, United States. 
Retrieved from ProQuest 
Digital Dissertations.

19. Mueller, Mary, Maher, 
Carolyn (2009). Learning to 
Reason in an Informal Math 
After-School Program, 
Mathematics Education 
Research Journal, Vol. 21, 
No. 3, 7-35.

20. NCTM. (2000). Principles 
and Standards for School 
Mathematics. Reston, VA: 
The National Council of 
Teachers of Mathematics,Inc.

21. Paddack, Megan (2009). 
The process of making 
meaning: The interplay 
between teachers 
knowledge of mathematical 
proofs and their classroom 
practices. Unpuplished 
doctoral dissertation, 
university of new 
Hampshire, United States. 
Retrieved from ProQuest 
Digital Dissertations.

22. Schoenfeld, A. H. (1994). 
What do we know about 
mathematics curricula? 
Journal of Mathematical 
Behavior, 13(1), 55-80.

23. Stacey, Kaye & Vincent, 
Jill (2009). Modes of 
reasoning in explanations 
in Australian eighth-grade 
mathematics textbooks. 
Science and Mathematics 

Education, 72, 271-288.
24. Stylianides, Andreas J. 

(2007). Proof and proving 
in school mathematics, 
Journal for reasearch in 
Mathematics education, 
38(3), 289-321.

25. Stylianides, Andreas 
J. (2011). Towards a 
comprehensive knowledge 
package for teaching 
proof: A focus on the 
misconception that 
empirical arguments are 
proofs. Pythagoras, 32(1), 
Art.# 14, 10 pages. (dio: 10, 
4102/pythagoras. v32i1, 14).

26. Stylianides, A. J., 
& Ball, D.L. (2008). 
Understanding and 
describing mathematical 
knowledge for teaching: 
knowing about proof for 
engaging students in the 
activity of proving. Journal 
of Mathematics Teacher 
Education, 11,307-332.

27. Stylianides, Gabriel J. & 
Stylianides, Andreas J. 
(2008). Proof in School 
Mathematics: Insights from 
Psychological Research 
into Students' Ability for 
Deductive Reasoning, 
Mathematical Thinking and 

Learning, 10, 103-133.
28. Varghese, Thomas, 

(2007). Students 
teachers conception of 
mathematical proof. 
Unpuplished doctoral 
dissertation, University of 
Alberta, Canada.

29. Wu, Ying - Tien & Tsai, 
Chin-Chung (2007). High 
school students' informal 
reasoning on a socio-
scientific issue: Qualitative 
and quantitative analyses. 
International journal of 
science education, 29(9), 
1163-1187.

30. Yankelewitz, Dina (2009). 
The Development of 
mathematical reasoning in 
elementary school students 
exploration of franction 
ideas, Unpuplished doctoral 
dissertation, university 
of New Jersey, USA. 
Retrieved from ProQuest 
Digital Dissertations.

31. Yankelewitz, Dina, 
Muelle, Mary & Maher, 
Carolyn A. (2010). A task 
that elicits reasoning: A 
dual analysis. Journal of 
Mathematical Behavior, 
29, 76-85.

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ منابع

يكي از وظايف 
معلمان رياضي 
اين است كه در 
كلاس درس، 
فرصت ها و 
شرايطي را 
فراهم نمايند 
كه در قالب آن، 
دانش آموزان 
از اهميت و 
ضرورت اثبات 
و استدلال هاي 
معتبر و 
كاركردهاي 
مختلف اين 
مفاهيم، آگاه 
شوند

* Math5fa@yahoo.com


